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1.1 Distribution de Dirac

@ Définition formelle : distribution de Dirac

o s =0
5(;1:)—{0 si x#0 (1.1)

@ Condition de normalisation : distribution de Dirac

/OO O (x) dr =1 (1.2)

— O

@ Limites : plus intuitives

© Suite de fonctions delta gaussiennes : 0 = —

o (x) = nh_)rgo on () = nh_)rlgo \/7 2 (1.3)

@ Suite de fonctions delta sinus cardinals :

§(z) = lim 6, (z) = lim sin (nx)

n— 00 n— 00 T

(1.4)

Dr. Sylvain Bréchet 1 Fonctions de Green 3/17




1.1 Distribution de Dirac

@ Fonction de Heaviside : intégrale de la distribution de Dirac

G)(:z:):/aj 5($')da:':{1 ST 229 (1.5)

~ oo 0 si <0

@ Distribution de Dirac et fonction de Heaviside :
A A

@ Fonction delta gaussienne et fonction delta sinus cardinal :
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1.1 Distribution de Dirac

@ Propriétés : distribution de Dirac

@ Translation : 1D

o0 si =2

5(5[3—55/)_{0 i oot (1.6)

@ Intégrale d’une fonction : 1D - unité [z7'] et z €[a,b] CR

f(x):f(:v)/a 5w — &)l _/ ()6 (@ — o) da’ (1.7)J

© Translation : 3D - représentation cartésienne
FPr—r)Y=0xz—2)é@y—vy)6(z— 2) (1.8)

@ Intégrale d’une fonction : 3D - unité [r™3] et rcV CR?

Ry | R ey
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1.2 Fonctions de Green

Dr. Sylvain Bréchet

@ Condition de normalisation : distribution de Dirac

([ 96w 19

:/_O:O 5(z— ') d:z:/oo 5(y— o) dy/oo §(z— ) ds =1

— O — O

@ Equation différentielle : 1D - opérateur linéaire inversible £
Lg(x)=f(x) ou =z € |la,b (1.11))
@ Equation différentielle : fonction de Green

LG(x—2')=6(x— 1) (1.14))

@ Solution : produit de convolution : intégrale de la fonction de Green

b
g(2) = L7 f (@) = (G f) (&) = / C@— ') f (@) do’ <1.15>J

e Démonstration : (1.7), (1.14) et (1.15) donne (1.16) = (1.11)

—/abLG(g;—x daz—/f 0 (z— 2')dz’ = f(z) O
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1.2 Fonctions de Green
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@ Equation différentielle : 3D - opérateur linéaire inversible £

Lg(r)=f(r) ou reV (1.17))

@ Equation de Green : fonction de Green

LG(r—7)=6 (-1 (1.18))

@ Solution : intégrale de la fonction de Green - superposition de sol. part.

g(m) = L1 f(r) = /// (r— ) f (r') &P (1.19)J

e Démonstration : (1.16), (1.15) et

/// LG(r— 1) d3’—///f )8 (r — 7)) d>r’

_ (1.20)
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1.2 Fonctions de Green

© Egquation de Green spatiale : 1D

LG(x—2)=6(x—2) (1.21))

© Equation de Green spatiale : 3D

LG(r—r)=6 (-1 (1.22))

© Egquation de Green temporelle : 1D

LGt—1t)=0(t—1) (1.23)J

© Equation de Green spatio-temporelle : 2D

LGx—2't—t)=0(x—2")o(t—1) (1.24))

© Equation de Green spatio-temporelle : 4D

LGr—rt—t)=65T—-7)5t—-1) (1.25) |
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1.3 Oscillateur harmonique forcé

@ Oscillateur harmonique forcé :

@ Mmasse : M

- O  z()
o pulsation : wg =4/ — (1.28)
m
e Equation du mouvement : déformation x (t)
1
i (t) +wiz(t)=— f(¢ 1.27
B() + W (t) = £ (1 (1.27)
@ Force ponctuelle : au temps ¢t =t/
ft)=muvgd(t—1t') ol wg=cste (1.29))

@ Solution ponctuelle : déformationou f(t) =0 si t <t et t >t

7 (t) = { 0 si i<t (1.30)J

At etwol + B(t')e twol i t>¢
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1.3 Oscillateur harmonique forcé

o Intégrale du mouvement : ¢t € [t — ¢, t' + ] divisée par m (1.8)

t' +e t'+e
/ (3(t) + w3z (1)) dt = UO/ 5(t— ) dt = v (1.32)
t/— ¢ t/— e
o Continuité de la déformation :
t' +e
lim wi x (t)dt =0 (1.33)

€—>O t/—S

e Discontinuité de la vitesse de déformation :
t'+e
lim T (t) dt = vg (1.34)

@ Intégrale du mouvement : limite ¢ — 0

lim (a: (' +e)— a(t — 5)) — (1.35)

e—0

@ Conditions initiales sur la position et la vitesse : lorsque t = ¢/

limz(t' —¢e)=1lm z(t' +e)=0 (1.36)
e—0 e—0

lim z (' — ¢)=0 et lim z (t' +¢) = vg (1.37)
e—0 e—0
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1.3 Oscillateur harmonique forcé

e Déformation initiale : (1.30)

z(t)=A@) et £ B(#')e "ot = lim z (t' +¢) =0 (1.38)

e—0

o Vitesse de déformation initiale : dérivée temporelle de (1.30)

(') = i w (A (') eiwot _ B (t’)e—iwot’) — lim & (¢’ +¢) = vy (1.39)

e—0

e Coefficients : (1.38) et (1.39)

At) = 2 emiwat' ot B(H) = — 0 eiwot (1.40)
21 Wy 21 wo

o Déformation : force ponctuelle (1.31), (1.22) et (1.5) si t >t

Vo

z(t) = 22 sin (wo (t — t’)) Ot (1.41) J

Wo

ou la fonction de Heaviside © (¢ — t') assure la causalité.
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1.3 Oscillateur harmonique forcé
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Force ponctuelle : au temps ¢t =t/
ft)=muvgd(t—1t) (1.29)

Déformation : force ponctuelle

z(t) = 22 sin (wo (t — t’)) Ot—t (1.41)

wo

Equation du mouvement : (1.27) force ponctuelle (1.29)
Lx(t)=v90(t— 1) (1.44)

Equation de Green : (1.14)

2

LG(t—1)= (% +w§) Git—t)=0(t—1) (1.45)

Fonction de Green temporelle : force ponctuelle (1.41) — (1.45)

Gi—ry =B _ 1 g (wo (t — t’)) ot — t) (1.46)J

Vo Wo
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1.3 Oscillateur harmonique forcé

@ Déformation

: force générale : produit de convolution (1.15)

_;/OtG(t— t') f(t) dt’

(1.47)J

@ Démonstration

Lx(t)

@ Fonction de Green temporelle
Gt—1t)=

e Déformation :

x (t) =

m Wy

: déformation force générale

d2
p7o) —I—w0> m/ (dt2 +w0> Gt—1t)f)dt
E/o S(t—t) ft)dt = E f(t) O (1.48)
: causalité : O (t — t)
(0 si t<t
1.49
<\ wio sin (wo (t — t’)) Si t >t (149

solution force générale (causalité)

/O i (o (t — 1)) £ (1) (1.50)J
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1.3 Oscillateur harmonique forcé

@ Force périodique :

f () = fosin(wt') =mag sin(wt') =mag —27, (1.51)J

e Déformation : force périodique (1.51) dans (1.50)

ap [* giwn(t=t') _ o—iwo(t=t')\ [piwt’ _ o—iwt’ dt
x(t) = — 5 5 t
Wo Jo ? 2

twot t
— CL04€ 0 / (ei(w— wo)t’ e—i(w—|—wo)t’) dt/
CUO 0
ag e~ twot . : . ,
_ ] / (e—z(w—wo)t o ez(w—l—wo)t) At (152)

t
_ ag eiwot/ (e—z’(w—l—wo)t'_ ei(w—wo)t’) dt’
0

*
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1.3 Oscillateur harmonique forcé

e Déformation : force périodique

t
7 (t) = —— Re (ew‘)t / (e ren)t! _ gilamwo’) dt’) (1.53)
0

- 2&}0

o Intégrale :

t
t — 4 (w+wo)t’ i (w— wo)t’
/ (e—i(w—i—wo)t’ _ ei(w—wo)t’) dt — et (whwo)t € ( 0)!
0 — i (w4 wo) . i (w— wo) .
— i (wHwo)t __ 1 i (w—wo)t _ 1
:i(e ) + (e ) (1.54)
w + wo w — Wy

o Déformation : force périodique : Re (ie*'“*!) = F sin (w.t)  (1.56)

—twt _ Stwot twt S 1wot
x(t):;TORe(z'(e wﬂf >+i(€ . Z )) (1.55)
0 0 — W0

a (sin(wt)—l—sin(wgt) sin (wt) — sin(wmﬁ))

LU(t) B 2(,00

w + Wy w — Wy

(1.57)J
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1.3 Oscillateur harmonique forcé

© Repos : déformation nulle

lim z(t) =0

w—0
@ Pulsations voisines : w — wy < w + wg

ap sin(wt) — sin (wo t)

x(t) ~ —

2 Wy W — W

@ Formule de trigonométrie :

sin (wt) — sin (wg t) = sin (w _2 -0 t) COS (w zwo t)

e Battements : pulsations lente (w — wp) /2 et rapide (w + wq) /2

x (t) >~ — 40 sin [ 2294 cos w+w0t
2wy (W — wp) 2 9

(1.58)

(1.59)

(1.60)

(1.61)J
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